9.SiIniIf Matematik Kiimelerde Temel Kavramlar Konu Anlatimi

Kiime Kavrami

Kime, "nesneler toplulugu veya yigini" olarak tanimlanan bir matematik terimi. Bu tanimdaki "nesne"
soyut ya da somut bir gseydir; fakat her ne olursa olsun iyi tanimlanmig olan bir geyi, bir egyayi ifade eder.

Ornegin, "Turkiye'nin illeri”, "Asal sayilar" timcelerindeki nesnelerin anlasgilabilir, belirgin olduklari, kisaca
iyi tanimh olduklari aciktir. Dolayisiyla bu tiimcelerin her biri bir kiimeyi tarif eder. O halde, matematikte
"lyi tanimli nesnelerin bir topluluguna kiime denir” biciminde bir tanimlama sezgisel olarak ilk bagta
yeterli olacaktir.

Tanimda gecen nesne sézclgu aslinda yeterince acikhk ifade eden bir s6zcik degildir. Ama sezgisel olarak,
kiimeyi olugturan nesnelerin iyice tanimh olduklarini; yani belirgin, bagka nesnelerden ayirt edilebilir geyler
olduklarini diginiyoruz demektir. Bir bakima, bir kiimeyi olugturan nesnelerin tek tek neler olduklarini
dusunmekten cok, bir arada distnebilir olmalari Gnemsenir.

Bir kiimeyi olugturan nesnelere o kiimenin 6geleri adi verilir. Giines, evrendeki yildizlar kiimesinin bir
ogesidir. Bir kimenin 6gesi olan bir nesneye o kiimenin icindedir ya da kiimeye aittir denir.

Kime kavraminin matematige George Cantor (1845-1918) ile girdigi kabul edilir. Elbette Cantor'dan 6nce
de, adina kiime denilmese de, matematikgciler bu kavrami yer yer ortult bir sekilde kullaniyorlardi. Cantor,
kiimeler kuraminin temellerine iligkin kapsamli sorulari ortaya koydu. Onun caligmalari ve sorularindan
yola cikarak matematigin temelleri incelendi, aragtirildi, cikmazlari kegfedildi, paradokslarindan temizlendi.
Bu geligmeler, matematigin ve 6zellikle formalist akimin 20. ytzyilin ilk yarisinda buyuk Grinler vermesini

sagladi. Bunun etkisiyle, Turkiye'de 6rgiin 6gretim programlarina "Modern Matematik" olarak adlandirilan
konular dahil edildi.

"Yagayan zeki insanlar” cimlesi iyi tanimli olmadigi icin kiime belirtmez. Clinki zekinin tanimi herkes igin
ayni degildir.

“Tarkiye'nin illeri” cimlesi kime belirtir.

"1924 sayisinin rakamlan” ciimlesi kiime belirtir.
Bir kimeyi olugturan nesnelerden her birine kiimenin elemani (6gesi) denir.

x elemani A kiimesine ait ise x e A geklinde yazilir ve “x, A kimesinin elemanidir.” diye okunur. x elemani
A kimesine ait degil ise, x e A geklinde yazilir ve “x, A kiimesinin elemani degildir.” diye okunur.

"1924 sayisinin rakamlari” cimlesinin belirttigi kiimenin elemanlarini yazalim.

" 1924 sayisinin rakamlarn” cimlesinin belirttigi kimenin elemanlari; 1,2 ,4, 9 dur.

Kiimelerin Gosterimi

Kimeler genellikle A, B, C ... gibi buyuk harflerle, elemanlar ise genellikle a, b, c ... gibi kii¢lik harflerle
gosterilir. Kime gosterimleri matematigin dilini kurmada 6nemli bir yere sahiptir.

Bir kime (¢ farkl sekilde gosterilebilir:
1. Liste Yontemi 2. Venn $emasi (Diyagrami) Yontemi 3. Ortak Ozellik Yontemi
1. Liste Yontemi

Kdmenin her bir elemanini, aralarinda virguil olacak sekilde, {} sembolu icerisine yazarak gostermeye liste
yontemiyle gosterim denir.

ORNEK :

Onluk tabandaki rakamlarin kiimesini yazalim:
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A={0,123,45,6,7,8, 9} olur.
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Liste yontemi, elemanlari cok sayida olan kiimeleri gostermede kullanigli bir ydntem degildir. Bununla birlikte,

kiimenin elemanlari belirli bir kurala gore birbirini takip ediyor ise, kiimeyi liste ydntemiyle géstermek uygun
olur.

+ Bir kimenin liste ydntemi ile gosteriminde kiimenin elemanlarinin dizilig sirasi 6nemli degildir.
* Bir kimede her eleman sadece bir defa yazilir.

ORNEK :

KARAKARTAL kelimesindeki harflerin kiimesini yazalim:

istenen kiime M kiimesi olsun. Bu kelimenin yaziminda kullanilan harfler K, A, R, T, L dir.
Bu durumda M kiimesi, M = {K, A, R, T, L} olur.

2. Venn $Semasi (Diyagrami) Yontemi

Kimeleri bazen Venn gemasi adi verilen kapali egrilerle gostermek mumkiindur. Bu gésterimde kiimenin
her bir elemani, kapali egrilerin icinde belirlenen farkl bir nokta ile belirtilir. Elemanlarin adlari bu
noktalarin yanina yazilir.

A ={1,3, 5} ve B = {agac, ot, yesil, kurt} kiimeleri agagida Venn gemasi ile gosterilmistir.

* adac

* of
* yesil

o kurt

3. Ortak Ozellik Yontemi

Bir kiime, bittin elemanlarinin sagladigi ortak 6zelligi belirten bir acik Gnermeden faydalanilarak
gOsterilebilir. Bu gosterimde, kiimenin elemanlarindan her birini temsil eden (x gibi) bir harf
secilir. Elemanlarin saglamig oldugu acik 6nerme ise “x e bagl olarak” belirtilir.

Dolayisiyla bu kiime {x | p(x)} veya {x : p(x)} bicimindedir.
Bu gdsterimler, “p(x) acik dnermesini saglayan tim x lerin kiimesi” anlaminda kullanilir.

p dnermesi ise, kiimeyi belirleyen 6nermedir. Yukaridaki | semboliine kiime kurma semboli denir ve
bazen: igaretiile gosterilir. Her iki sembol de dyle ki anlamina gelir.

Sozgelimi, A ={10,11,12....98,99} kimesi ortak ozellik ydntemiyle;

A = {x| xiki basamakl dogal sayi} veya A = {x: x dogal sayl, 9 < x < 100} seklinde
gosterilebilir. ORNEK

Asagidaki kimeleri liste yontemiyle yazalim.

a. A = {x| x tek basamakli asal sayi}
b.C={2n|neZ}
¢.T={2n+1|neZ}

Cozim
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a.A=1{2,3 5 7}dir.
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b.C={.-4,-2,02 4, 6,.} kimesi ¢ift sayilari belirtir.

c¢T={..-3,-1,1,3,5,.}kimesi tek sayilari belirtir.

Sonlu ve Sonsuz Kiimeler, Bos Kiime

Bir A kimesinin eleman sayisi s(A) veya n(A) sembolu ile gosterilir.

Ornegin, A = {a, b, ¢, d, e} kiimesinin 5 elemani vardrr.

O halde, s(A) = 5 olur.

x: ilk terim,
Ss: son terim

r: ortak fark olmak Uzere

A ={x, x +r,x + 2r,...s} seklinde elemanlari arasindaki fark sabit bir reel sayi olan bir kiimenin eleman sayisi

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidir ve -5< x< 5}
C={..,-3-2,-1,01,23,...}

D:{"'l’l’l,l‘".}
23 45

ORNEK 7

A= {10, 15, 20, ..., 95, 100}

kiimesinin eleman sayisinit bulalim.
Cozim
x=10, s=100 ve r=5 oldugundan;

100-10 90
%

s(A)="241= 1=—=+1=18+1=19 dur.

r )

ORNEK 8

Asagidaki kiimelerin eleman sayilarini bulalim:

B={0,1,2,...,8,9} ise s(B)=10 dur.
C={5,6,7,..,26, 27} ise s(C)=23 tir.
D= {10, 12, 14, ..., 48, 50} ise s(D)=21 dir.
E={27, 31, 35, ..., 75, 79} ise s(E)= 14 olur.

F={5,86, 8, 13, 25, 46, ..., 83} kimesinin eleman sayisini bi-
lemeyiz, clink( kiime iyi tanimlanmamistir.
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Sonlu Kiimeler

Eleman sayilari dogal sayi ile ifade edilebilen kiimelere sonlu kiime denir.

ORNEK 9

Asagidaki kimeler sonlu kiimelerdir:

A = {sinifimizdaki 6grenciler}
B = {1:3: 5’ 7! 9}

C = {x | x birtam say| ve -5<x< 5}

Sonsuz Kiimeler

Sonlu sayida elemandan olugmayan kiimelere, yani eleman sayilari dogal sayi ile ifade edilemeyen
kiimelere sonsuz kiime denir. Orne§in, do§al sayilar kiimesinin N = {0,1,2, 3,..} elemanlari sayilarak
bitirilemez.

Dolayisiyla, N sonsuz bir kimedir. “Vicudumuzdaki hiicreler kiimesi” ve “"dogal sayilar kimesi” ni dtigtnelim.
ilk kiime her ne kadar cok elemanli bir kiime olsa da, sonlu sayida eleman icerir. Oysa ikinci kiimenin sonsuz

saylda elemani vardir. Sonsuz elemanl kiimeye bir bagka 6rnek de, bir dogru tzerindeki noktalarin
kimesidir.

ORNEK 10

Asagidaki kimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | x reel sayidir ve -5 < x< 5}

C={..,-3,-2,-1,0,1,23,...}
D:{'I'.l’l,l’l,".}
2345

Bos Kiime

Hicbir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir. Bos kiime,
@ yada{ } biciminde gdsterilir.

Bos kiimenin eleman sayisi sifirdir. s(&) =0

{7} veya {{ }} kimeleri bos kime degildir.

Alt Kiime

A ve B herhangi iki kiime olmak Uizere, A nin her elemani B nin de elemani ise, “A kiimesi B kiimesinin bir

alt kimesidir.” veya “ B kimesi A kiimesini kapsar.” denir.
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Bu durum A c B veya B o A seklinde gosterilir.

AcB & (V¥, xe A= xe B)
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Ornegin, tam sayilar kiimesi (Z), do§al sayilar kiimesini (N) kap sar. Yani, her dogal say1 ayni zamanda bir

tam sayidir.

A kiimesinde olup B de olmayan en az bir eleman varsa “A kiimesi B kiimesinin, bir ali kiimesi degildir.” veya “
B kimesi A kiimesini kapsamaz.” denir.

Ornek :

A={0,1,2,3,4,5}
B = {0, 2, 4}

ktmeleri veriliyor.

B kiimesinin A nin alt kiimesi oldugunu Venn semasiyla gos-

terelim.

Cozitm

Teorem :

1. Her kiime kendisinin bir alt kimesidir.
2. Bog kiime, her kiimenin alt kiimesidir.

Kame
. ,
A ‘{a}-
B={1,2)

C={a b, c}

D={1,2,3,4}

Alt Kimeleri

)
‘®. {a}

@, {1} {2} {1, 2}

@, {a}, {b}, {c}. {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, ¢}
@, {1}, {2}, {3}, {4},

{1,2}, {1, 8} {1,4} {2, 3}, {2, 4}, {3, 4},
{1,2,34{1, 2, 4}{1,3,4},{2, 3, 4},
{1,2,3,4}

Burada, @cA,dcB,@3cC,0cD,
P, AcA,BcB,CcC,DcD ve
A c C, B D olduguna dikkat ediniz.

Teorem :
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n elemani bir kiimenin 2" tane alt kiimesi vardir.

Yukaridaki 6rnekte;

s(@) = 0 icin alt kiime sayisi 2°=1,
s(A) = 1 igin alt kime sayisi 2! =2,
s(B) = 2 icin alt kiime sayisi 22=4,
s(C) = 3 igin alt kiime sayisi 2°=8,

s(D) = 4 icin alt kiime sayisi 2% = 16 olduguna dikkat ediniz.

ORNEK 13

256 tane alt kitmesi olan A kiimesinin eleman sayisini bu-
lahm.

Coziam
s(A) = n olsun.
2" = 256

on =28 jse n=8 olur.

ORNEK 14

A kiilmesinin eleman sayisi, B kiimesinin eleman sayisindan
2 eksiktir. B kiimesinin alt kitme sayisi ise A kiimesinin alt

kime sayisindan 24 fazla olduguna gére, A kiimesi kag
elemanhdir?

Cozitm
s(A)=n ise s(B)=n + 2 dir.
Pn+2=2n 4 24 |
on.22=2n 4 24
4.20=2" 424
3.2"=24

2"=8

2n=23 ijse n=23 olur.

ORNEK 15
A={a, c, d}
B={a,b,c,def}

olduguna gore, A c K c B sartini saglayan kag tane K kii-
mesi vardin?
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Cozim

s(A) =3,
s(B)=6 ve
AcB dir

K kiimesinde a, ¢, d elemanlarn mutlaka bulunmalidir.

B kiimesindeki b, e, f elemanlan K kiimesinde bulunabilir ve

bu elemanlarla 23 =8 tane alt kiime olusturulabilir. Bu alt kii-
melerin her birine A kiimesinin biitlin elemanlari da yazilirsa, A
kmesini kapsayan B kiimesinin alt kiimeleri elde edilmis olur.

Ormnegin, {a, ¢, d} ve {a,c,d, e} bu alt kiimelerden iki tane-
sidir.

Yani 8 tane K kiimesi yazilabilir.

0z ALTKUME

Bir kiimenin kendisinden farkl tim alt kiimelerine, o kiimenin 6z alt kiimeleri denir.
ORNEK 16
A={1,2,3} kiimesinin biitiin 6z alt kiimelerini bulalim.
Coziim
Oz alt kiimeler @, {1}, {2}, {3}, {1, 2} , {1, 3} ve {2, 3} tir.
ORNEK 17

A = {1,2, {a, b}, 3, {4}, A} kiimesinin ait kiime sayisi ile 6z
alt kime sayilarinin toplami kactir?

Coziam

s(A) =6 oldugundan,

alt kime sayisi 28 = 64,

6z alt kiime sayisi 26 -1=64-1=63 tir.
Bunlarin toplami ise 64 + 63 = 127 dir.
ORNEK 19

Bir kilmenin 4 elemanh ait kiime sayisi 2 elemanlh alt kiime
sayisina esitse, bu kiimenin eleman sayisi kagtir?

Cozim

Bu kiimenin eleman sayisi n olsun. 4 elemanli alt kimeleri sa-
yisi 2 elemanh alt kiimeleri sayisina esit olduguna gore,

()=

Buradan, n=4 + 2=6 olur.

KUVVET KUMESI
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A kiimesinin biittin alt kimelerinin kimesine A nin kuvvet k-
mesi denir. Kuvvet kiimesi P(A) veya 24 ile gosterilir.

ORNEK 23
A = {x, vy, z} kimesinin kuvvet kiimesini yazalim:

P(A) = {2, {x}, {y} {z}, {x, v}, {x, z}, {y, 2}, {x, v, Z}} olur.
Burada, {x} cA

{x} e P(A)

{{x}} « P(A) olduguna dikkat ediniz.

n elemanii bir A kimesinin kuvvet kimesinin eleman sayisi 2"
dir.

Yani, s[P(A)] = 2" dir.

ORNEK 24

A = {a, b, ¢, d} kiimesinin kuvvet kiimesinin eleman sayi-
st kagtir?

Cozim

s(A) = 4 oldugundan s[P(A)] = 2% = 16 olur.

Siz de P(A) kiimesini yazarak 16 elemanli oldugunu gérinuz.

ORNEK25

Bos kiimenin kuvvet kiimesinin eleman sayisi kagtir?
Coziim

A bos kiime ise s(A) = 0 oldugundan s[P(A)] =2° =1 olur.

DENK KUMELER

Elemanlar bire bir eslenebilen kiimelere denk kiimeler de-
nir. Dolayisiyla, eleman sayilari esit olan kiimeler denk kiime-
lerdir. A ve B gibi iki kimenin birbirine denk olmasi A = B sek-
linde gosterilir ve "A kiimesi B kiimesine denktir” diye oku-
nur.

A=B < s(A) = s(B)

ORNEK 26

A={xyzt} ve

B = {sayi, rakam, onluk, birlik}
kimelerini inceleyelim:

s(A) = s(B) = 4 oldugundan A= B dir.
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ORNEK 27

Tam sayilar kimesi, ¢ift tam sayilar kiimesine denktir. Tam sa-
yilar kiimesinin her elemanini 2 ile garparak cift tam sayilar ki-
mesinin elemanlar elde edilir.

Z=i =8, =2, -1,0,4,2, 8, .3
- bl b
Zg ={...,-6,-4,-2,0,2,4,6, ...}

Z ve Zg kumelerinin elemanlar arasinda bire bir esleme ya-
pilmis olur. (Z= ZQ)

ESIT KUMELER

Elemanlari ayni olan kiimelere “egit kiimeler” denir. A ve B kiimelerinin birbirine egit olmasi A =B

seklinde

l-‘.\ ifumesinin B kiimesine esit olmasi igin A ve B den her bi-
rinin digerinin ali kiimesi oimasi gerekir, Yani,

A=B& (AcB ve BcA) dr.
X={n| nasal sayl, 2<n< 10},
Y={k| ktek say,2<k<9},

klimelerinin birbirlerine esit oldugunu gésteriniz.

Esit kimeler denktir. Ancak, bunun kargiti dogru degildir.
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